3.1       ΕΓΓΕΓΡΑΜΜΕΝΕΣ ΓΩΝΙΕΣ 

                Ασκήσεις  σχ. βιβλίου  σελίδων  177 - 179

Ερωτήσεις κατανόησης 

1.

Στα παρακάτω σχήματα ποιες από τις γωνίες είναι εγγεγραμμένες και ποιες επίκεντρες ; 
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Απάντηση 

Εγγεγραμμένες είναι οι γωνίες    α ,  η 

Επίκεντρες οι    γ , ε  , θ 

2.

Στον παρακάτω πίνακα να βάλετε σε κύκλο την σωστή απάντηση
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	Α
	(Β)
	Γ

	α) Το μέτρο της γωνίας 
[image: image2.wmf]ˆ

φ

 είναι 
	50ο 
	25ο 
	100ο 

	β) Το μέτρο του τόξου 
[image: image3.wmf]»

AB


	(50ο) 
	25ο 
	100ο 


Προτεινόμενη λύση 

α)  Η 
[image: image4.wmf]ˆ

φ

είναι το μισό της αντίστοιχης επίκεντρης άρα 
[image: image5.wmf]ˆ

φ

= 25ο 

     οπότε σωστή απάντηση η Β την οποία και κυκλώνουμε 

β)  Το μέτρο του τόξου 
[image: image6.wmf]»

AB

είναι ίσο με το μέτρο της αντίστοιχης επίκεντρης 

     άρα 
[image: image7.wmf]»

AB

 = 50ο   οπότε σωστή απάντηση η Α την οποία και κυκλώνουμε

3.

Στον παρακάτω πίνακα να βάλετε σε κύκλο την σωστή απάντηση
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	Α
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	α) το μέτρο της γωνίας Β
[image: image8.wmf]µ

Α

Γ είναι 
	(60ο)
	70ο
	50ο

	β) το μέτρο της γωνίας Α
[image: image9.wmf]µ

Ο

Γ είναι
	120ο
	(140ο)
	100ο

	γ) το μέτρο της γωνίας Α
[image: image10.wmf]µ

Β

Γ είναι 
	60ο
	(70ο)
	50ο

	δ) το μέτρο της γωνίας Α
[image: image11.wmf]$

Γ

Β είναι 
	60ο
	70ο
	(50ο)


Προτεινόμενη λύση 

Αφού 
[image: image12.wmf]»

AB

= 100ο ,  
[image: image13.wmf]»

A

Γ

 = 140ο προκύπτει ότι    
[image: image14.wmf]»

ΒΓ

 = 360ο – (100ο + 140ο) =     

                                                                                    = 360ο – 240ο =  

                                                                                    = 120ο 

Θυμίζουμε ότι , το μέτρο της επίκεντρης γωνίας είναι ίσο με το μέτρο του

                          αντιστοίχου τόξου  και

                          το μέτρο της εγγεγραμμένης γωνίας είναι ίσο με το μισό του μέτρου 

                          του αντιστοίχου τόξου.  

Άρα :    α)   Β
[image: image15.wmf]µ

Α

Γ = 60ο.    Σωστή απάντηση η  Α 

             β)   Α
[image: image16.wmf]µ

Ο

Γ = 140ο   Σωστή απάντηση η  Β

             γ)   Α
[image: image17.wmf]µ

Β

Γ = 70ο     Σωστή απάντηση η  Β 

             δ)   Α
[image: image18.wmf]$

Γ

Β = 50ο     Σωστή απάντηση η  Γ 

4. 

Αν σε κύκλο φέρουμε δύο κάθετες διαμέτρους , τότε τα τέσσερα ίσα τόξα είναι   

Α : 80ο         Β : 180ο         (Γ) : 90ο         Δ : 45ο 

Βάλτε σε κύκλο την σωστή απάντηση 

Απάντηση 

Κυκλώθηκε 

5. 

Στον παρακάτω πίνακα να βάλετε σε κύκλο την σωστή απάντηση

	
	Α
	Β
	Γ

	α)  το μέτρο μιας

     εγγεγραμμένης

     γωνίας που βαίνει 

     σε ημικύκλιο είναι :
	180ο
	60ο
	(90ο)

	β)  αν σε ένα κύκλο

     μία  εγγεγραμμένη

     γωνία είναι ίση με

     μια επίκεντρη, 

     τότε για τα 

     αντίστοιχα τόξα 

     ισχύει :
	Είναι ίσα   
	Το τόξο 

της επίκεντρης 

είναι διπλάσιο 

από το τόξο 

της εγγεγραμμένης  
	Το τόξο 

της επίκεντρης 

είναι ίσο με το 

μισό του τόξου της εγγεγραμμένης  

	γ)  η άκρη του

     ωροδείκτη ενός

     ρολογιού, σε τρείς

    ώρες διαγράφει

    τόξο : 
	60ο
	(90ο)
	30ο

	δ) ΄Η άκρη του  

     λεπτοδείκτη 

     ενός ρολογιού 

     σε  45 λεπτά διαγράφει τόξο :
	45ο
	90ο
	(270ο)


Απάντηση 

σωστές αντιστοιχίσεις είναι οι παρακάτω  

α( Γ        β( Γ      γ(Β       δ(Γ  οπότε κυκλώνουμε  σχετικά (κόκκινα) 

Ασκήσεις 

1. 

Να υπολογίσετε τις γωνίες  φ  και  ω  που υπάρχουν στα παρακάτω σχήματα 
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Προτεινόμενη λύση 


[image: image19.wmf]·

  Στο πρώτο σχήμα η γωνία 
[image: image20.wmf]$

φ

σαν επίκεντρη είναι διπλάσια της αντίστοιχης

     εγγεγραμμένης.   Άρα   
[image: image21.wmf]$

φ

 = 110ο ,   οπότε   
[image: image22.wmf]µ

ω

 = 360ο 
[image: image23.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image24.wmf]$

φ

= 

                                                                                = 360ο 
[image: image25.wmf]-

110ο = 

                                                                                = 250ο 


[image: image26.wmf]·

  Στο δεύτερο σχήμα είναι  
[image: image27.wmf]$

φ

= 30ο  ως εγγεγραμμένες στο ίδιο τόξο  και 

                                              
[image: image28.wmf]µ

ω

  = 40ο  ως εγγεγραμμένη σε τόξο 80ο 


[image: image29.wmf]·

  Στο τρίτο σχήμα είναι  
[image: image30.wmf]µ

ω

= 60ο  ως εγγεγραμμένες στο ίδιο τόξο και 

                                          
[image: image31.wmf]$

φ

= 30ο  επειδή το τρίγωνο στο οποίο ανήκουν 

                                                        οι γωνίες 
[image: image32.wmf]µ

ω

 και 
[image: image33.wmf]$

φ

είναι ορθογώνιο με 

                                                        ορθή την τρίτη γωνία του .
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2.

Στο διπλανό σχήμα, το  ΑΒΓΔ  είναι  τετράγωνο και 
το Μ είναι σημείο  του τόξου 
[image: image34.wmf]»

AB

. Να υπολογίσετε 
τη γωνία Α
[image: image35.wmf]µ

Μ

Β. 

Προτεινόμενη λύση 

Eπειδή το ΑΒΓΔ είναι τετράγωνο, είναι 


[image: image36.wmf]»

A

Δ

= 
[image: image37.wmf]»

ΔΓ

=
[image: image38.wmf]»

ΓΒ

= 90ο .   Άρα  
[image: image39.wmf]¼

A

ΔΓΒ

= 270ο, 

άρα Α
[image: image40.wmf]µ

Μ

Β = 135ο ως αντίστοιχη εγγεγραμμένη 
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3.

Έστω Μ και Ν τα μέσα των τόξων 
[image: image41.wmf]»

AB

και 
[image: image42.wmf]»

ΒΓ


αντίστοιχα ενός κύκλου κέντρου Ο και ακτίνας ρ.

 Αν 
[image: image43.wmf]»

ΒΓ

 = 60ο  και  
[image: image44.wmf]»

ΑΓ

=170ο,  να βρείτε το μέτρο 

του τόξου 
[image: image45.wmf]¼

ΜΝ

.

Προτεινόμενη λύση 


[image: image46.wmf]»

AB

 = 360ο 
[image: image47.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image48.wmf]»

ΑΓ



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image49.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image50.wmf]»

ΒΓ

 = 360ο 
[image: image51.wmf]-

170ο 
[image: image52.wmf]-

60ο = 130ο 


[image: image53.wmf]¼

ΜΝ

 = 
[image: image54.wmf]¼

ΜΒ

 + 
[image: image55.wmf]»

ΒΝ

 = 
[image: image56.wmf]»

AB

2

 + 
[image: image57.wmf]»
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2

 =

                                = 65ο + 30ο = 95ο 
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Γ

Β

Ο

Α

45

ο


4.
Να υπολογίσετε την γωνία φ στο διπλανό σχήμα 

Προτεινόμενη λύση 

Είναι  120ο + 2
[image: image58.wmf]$

φ

 = 180ο  άρα  2
[image: image59.wmf]$

φ

= 60ο   άρα 
[image: image60.wmf]$
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=30ο 
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5.

Στον κύκλο κέντρου Ο και ακτίνας ρ του διπλανού 

σχήματος να υπολογίσετε τα τόξα 
[image: image61.wmf]»

AB

 , 
[image: image62.wmf]»

ΔB

, 
[image: image63.wmf]»

ΒΓ

 

και 
[image: image64.wmf]»

ΓΑ

, αν  γνωρίζουμε ότι Α
[image: image65.wmf]µ

Ο

Γ = 45ο  και ότι 

οι  ΑΒ , ΓΔ  είναι διάμετροι του κύκλου. 

Προτεινόμενη λύση 

Αφού η ΑΒ είναι διάμετρος, το τόξο 
[image: image66.wmf]»

AB

είναι ημικύκλιο, άρα 
[image: image67.wmf]»

AB

= 90ο.

Α
[image: image68.wmf]µ

Ο

Γ = 45ο ,  άρα  
[image: image69.wmf]»

ΓΑ

= 45ο  ως αντίστοιχο τόξο επίκεντρης. 


[image: image70.wmf]»
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image72.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image73.wmf]»

ΓΑ

= 180ο 
[image: image74.wmf]-

 45ο = 135ο 
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[image: image75.wmf]µ

Ο

Δ = 45ο   ως κατακορυφήν,  άρα 
[image: image76.wmf]»

ΔB

= 45ο 
6.
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Σε ημικύκλιο διαμέτρου ΑΒ = 6cm δίνεται σημείο Γ 

έτσι ώστε 
[image: image77.wmf]»

A

Γ

 = 2
[image: image78.wmf]»

ΒΓ

.  Να υπολογίσετε τις πλευρές 

και τις γωνίες του τριγώνου ΑΒΓ.    

Προτεινόμενη λύση 


[image: image79.wmf]»
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Γ

 + 
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ΒΓ

 = 180ο  άρα  2
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 + 
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ΒΓ

 = 180ο 

                                       3
[image: image83.wmf]»

ΒΓ

= 180ο
                                       
[image: image84.wmf]»

ΒΓ

= 60ο   οπότε 
[image: image85.wmf]»

A

Γ

 = 120ο 


[image: image86.wmf]µ

Β

= 60ο ως εγγεγραμμένη σε τόξο 120ο .

Επίσης 
[image: image87.wmf]µ

Α

= 30ο για τον ίδιο λόγο 

Επειδή  ΟΒ = ΟΓ ως ακτίνες κύκλου, το τρίγωνο ΟΒΓ είναι ισοσκελές.

 Επειδή όμως  
[image: image88.wmf]µ

Β

= 60ο ,  θα είναι και οι άλλες του γωνίες 60ο η κάθε μία.

Άρα το τρίγωνο είναι ισόπλευρο, συνεπώς ΒΓ = ΟΒ = 3cm 
Το τρίγωνο ΑΓΒ είναι ορθογώνιο αφού Α
[image: image89.wmf]$

Γ

Β = 90ο ως εγγεγραμμένη σε ημικύκλιο. 

Από το Πυθαγόρειο έχουμε   ΑΓ2 = ΑΒ2 
[image: image90.wmf]-

ΒΓ2 = 36
[image: image91.wmf]-

9 = 27   άρα   ΑΓ = 
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7.
Να υπολογίσετε τις γωνίες  x  και  y  του διπλανού σχήματος 

Προτεινόμενη λύση

Αφού  Α
[image: image93.wmf]µ

Δ

Γ = 100ο,  είναι  
[image: image94.wmf]¼

A

ΒΓ

 = 200ο  ως αντίστοιχο 

τόξο εγγεγραμμένης.  

Και επειδή  
[image: image95.wmf]»
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= 70ο , θα είναι  
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 = 130ο τότε 
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x

 = 65ο  ως  ως εγγεγραμμένη σε τόξο 130ο. 
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ΓΔΑ

 = 360ο   άρα  70ο + 130ο + 
[image: image101.wmf]¼

ΓΔΑ

 = 360ο  οπότε 
[image: image102.wmf]¼

ΓΔΑ

 = 160ο 

Συνεπώς  
[image: image103.wmf]$

y

= 80o ως εγγεγραμμένη σε τόξο 160ο 
8.

Σε έναν κύκλο θεωρούμε τρία διαδοχικά τόξα 
[image: image104.wmf]»

AB

 = 100ο ,  
[image: image105.wmf]»
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= 160ο  και  
[image: image106.wmf]»

ΓΔ

= 80ο Να υπολογίσετε τις γωνίες του τετραπλεύρου ΑΒΓΔ 
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Προτεινόμενη λύση 
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= 360ο 
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100ο 
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+ 
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ΓΔ

= 240ο   άρα Δ
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εγγεγραμμένη σε τόξο 240ο 
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= 
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+ 
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= 260ο  άρα  Γ
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Δ

Α = 130ο 

Ομοίως βρίσκουμε ότι Α
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Γ = 50ο και Δ
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9.
Στον κύκλο κέντρου Ο οι χορδές ΑΒ και ΓΔ 

τέμνονται στο Ρ . Αν 
[image: image121.wmf]»

A

Γ

 = 50ο και 
[image: image122.wmf]»

ΒΔ

= 70ο 
να υπολογίσετε την γωνία φ
Προτεινόμενη λύση 

Α
[image: image123.wmf]$

Γ

Β = 25ο ως εγγεγραμμένη σε τόξο 50ο 

Δ
[image: image124.wmf]µ

Β

Γ = 35ο ως εγγεγραμμένη σε τόξο 70ο 
Στο τρίγωνο ΒΡΓ είναι   Α
[image: image125.wmf]$

Γ

Β + Δ
[image: image126.wmf]µ

Β

Γ + Β
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Ρ

Γ = 180ο   άρα 

                                        25ο + 35ο + Β
[image: image128.wmf]$

Ρ

Γ = 180ο     

                                        Β
[image: image129.wmf]$

Ρ

Γ = 120ο    οπότε  
[image: image130.wmf]$

φ

= 60ο   ως παραπληρωματική της 

                                                                                          γωνίας των 120ο .
3.2       ΚΑΝΟΝΙΚΑ ΠΟΛΥΓΩΝΑ  

               Ασκήσεις  σχ. βιβλίου  σελίδων  184 - 185

Ερωτήσεις κατανόησης 

1.

Στον παρακάτω πίνακα να βάλετε σε κύκλο την σωστή απάντηση 

	
	Α
	Β
	Γ

	α)  Η κεντρική γωνία κανονικού εξαγώνου είναι : 
	120ο
	30ο
	(60ο)

	β)  Η κεντρική γωνία κανονικού δωδεκαγώνου είναι :
	120ο
	(30ο)
	60ο

	γ)  Η κεντρική γωνία κανονικού πενταγώνου είναι :
	52ο
	(72ο)
	132ο

	δ)  Ένα κανονικό πολύγωνο έχει κεντρική γωνία 36ο 

     το πλήθος των πλευρών του είναι : 
	6
	(10)
	12

	ε)  Ένα κανονικό πολύγωνο έχει κεντρική γωνία 10ο 

    το πλήθος των πλευρών του είναι :  
	12
	24
	(36)


Προτεινόμενη λύση 

α)  
[image: image131.wmf]µ

ω

 = 
[image: image132.wmf]ο

360

6

 = 60ο  σωστό το Γ το οποίο και κυκλώνουμε  

β) 
[image: image133.wmf]µ

ω

 = 
[image: image134.wmf]ο

360

12

 = 30ο  σωστό το Β το οποίο και κυκλώνουμε 

γ) 
[image: image135.wmf]µ

ω

 = 
[image: image136.wmf]ο

360

5

 = 72ο  σωστό το Β το οποίο και κυκλώνουμε 

δ) 36ο =
[image: image137.wmf]ο

360

ν

 άρα ν = 10 σωστό το Β το οποίο και κυκλώνουμε

ε) 10ο =
[image: image138.wmf]ο

360

ν

 άρα ν = 36 σωστό το Γ το οποίο και κυκλώνουμε

2.

Στον παρακάτω πίνακα να βάλετε σε κύκλο την σωστή απάντηση 

	
	Α
	Β
	Γ

	α)  Ένα κανονικό πολύγωνο έχει κεντρική 

     γωνία 40ο η γωνία του πολυγώνου είναι : 
	50ο
	90ο
	(140ο)

	β) Ένα κανονικό πολύγωνο έχει κεντρική 

     γωνία 72ο η γωνία του πολυγώνου είναι :
	(108ο)
	18ο
	172ο

	γ)  Ένα κανονικό πολύγωνο έχει κεντρική 

     γωνία 30ο η γωνία του πολυγώνου είναι :
	(150ο)
	30ο
	60ο


Προτεινόμενη λύση 

Aν 
[image: image139.wmf]µ

ω

 είναι η κεντρική γωνία και 
[image: image140.wmf]$

φ

η γωνία του πολυγώνου τότε ισχύει 

[image: image141.wmf]µ

ω

 + 
[image: image142.wmf]$

φ

= 180ο 

α)  Aφού 
[image: image143.wmf]µ

ω

= 40ο,  είναι 
[image: image144.wmf]$

φ

= 140ο.  Σωστό το Γ το οποίο και κυκλώνουμε

β)  Αφού 
[image: image145.wmf]µ

ω

= 72ο,  είναι 
[image: image146.wmf]$

φ

= 108ο.  Σωστό το Α το οποίο και κυκλώνουμε

γ)  Αφού 
[image: image147.wmf]µ

ω

= 30ο,  είναι 
[image: image148.wmf]$

φ

= 150ο.  Σωστό το Α το οποίο και κυκλώνουμε

3.

Στον παρακάτω πίνακα να βάλετε σε κύκλο την σωστή απάντηση 

	
	
	Α
	Β
	Γ

	Ένα κανονικό πολύγωνο 

έχει 15 πλευρές 
	α) Η κεντρική του γωνία είναι : 

β) Η γωνία του πολυγώνου είναι: 
	15ο 
24ο  
	(24ο)
(156ο)
	30ο
72ο

	Η γωνία ενός κανονικού

πολυγώνου είναι 150ο 
	γ) Η κεντρική του γωνία είναι : 

δ) Το πλήθος των πλευρών του  είναι:
	15ο 
15 
	24ο
(12)
	(30ο)
8

	Η γωνία ενός κανονικού

πολυγώνου είναι 135ο
	ε) Η κεντρική του γωνία είναι : 

ζ) Το πλήθος των πλευρών του  είναι:
	35ο 
(8) 
	(45ο)
12
	65ο
18


Προτεινόμενη λύση 

α) 
[image: image149.wmf]µ

ω

 = 
[image: image150.wmf]ο

360

15

= 24ο    σωστό το Β   

β) 
[image: image151.wmf]$

φ

= 180ο 
[image: image152.wmf]-

24ο = 156ο   σωστό το Β      

γ)  
[image: image153.wmf]µ

ω

 =180ο 
[image: image154.wmf]-

150ο = 30ο    σωστό το Γ

δ) 30ο  = 
[image: image155.wmf]ο

360

ν

 άρα ν = 12   σωστό το Β  

ε)  
[image: image156.wmf]µ

ω

 =180ο 
[image: image157.wmf]-

135ο = 45ο    σωστό το Β

ζ)  45ο  = 
[image: image158.wmf]ο

360

ν

 άρα ν = 8   σωστό το Α  

Ασκήσεις 

1. 

Να συμπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα 

	Πλήθος πλευρών
	Γωνία  κανονικού πολυγώνου
	Κεντρική γωνία

	3
	60ο 
	120ο 

	5
	108ο 
	72ο 

	6
	120ο 
	60ο 

	10
	144ο 
	36ο 

	Κεντρική γωνία
	Γωνία κανονικού  πολυγώνου

	15ο
	165ο 

	30ο 
	150ο

	72ο
	108ο 

	20ο 
	160ο


Προτεινόμενη λύση 

Αν ν είναι το πλήθος των πλευρών του πολυγώνου 
[image: image159.wmf]µ

ω

 είναι η κεντρική γωνία και 
[image: image160.wmf]$

φ

 η γωνία του πολυγώνου, τότε ισχύουν οι τύποι   
[image: image161.wmf]µ

ω

 =
[image: image162.wmf]ο

360

ν

   και   
[image: image163.wmf]µ

ω

 + 
[image: image164.wmf]$

φ

= 180ο 

Με την βοήθεια αυτών των τύπων ο πίνακας συμπληρώνεται όπως παραπάνω

2.

Σε κανονικό πολύγωνο η γωνία του είναι τετραπλάσια της κεντρικής του γωνίας .  

Να βρείτε τον αριθμό των πλευρών του πολυγώνου. 

Προτεινόμενη λύση  
Αν 
[image: image165.wmf]µ

ω

 είναι η κεντρική γωνία και 
[image: image166.wmf]$

φ

η γωνία του πολυγώνου, τότε από την υπόθεση έχουμε  
[image: image167.wmf]$

φ

 = 4
[image: image168.wmf]µ

ω

  οπότε ο γνωστός τύπος  
[image: image169.wmf]µ

ω

 + 
[image: image170.wmf]$

φ

= 180ο    δίνει 
                                                                    
[image: image171.wmf]µ

ω

 + 4
[image: image172.wmf]µ

ω

= 180ο  

                                                                    5
[image: image173.wmf]µ

ω

= 180ο
                                                                    
[image: image174.wmf]µ

ω

 = 36ο  

Αν  ν είναι ο αριθμός των πλευρών του πολυγώνου,  έχουμε   36ο  =
[image: image175.wmf]ο

360

ν

 άρα  ν = 10 
3.

Να υπολογίσετε την κεντρική γωνία  ω  και την γωνία  φ ενός κανονικού εξαγώνου

[image: image386.emf]φ

και να επαληθεύσετε ότι  ω + φ = 180ο 

Προτεινόμενη λύση 

Είναι  
[image: image176.wmf]µ

ω

= 
[image: image177.wmf]ο

360

6

= 60ο 

Αφού  ΟΑ = ΟΒ ως ακτίνες του πολυγώνου, 

το τρίγωνο ΟΑΒ είναι ισοσκελές .

Και επειδή  
[image: image178.wmf]µ

ω

 = 60ο  θα είναι και οι υπόλοιπες γωνίες του 

60ο η κάθε μία.   Άρα   
[image: image179.wmf]$

φ

2

= 
[image: image180.wmf]µ

1

Α

= 60ο   οπότε   
[image: image181.wmf]$

φ

= 120ο 

Τελικά έχουμε   
[image: image182.wmf]µ

ω

 + 
[image: image183.wmf]$

φ

= 60ο + 120ο = 180ο 

4.

Η γωνία ενός κανονικού πολυγώνου είναι ίση με τα 
[image: image184.wmf]5

3

 της ορθής .  Να βρείτε τον

αριθμό των πλευρών του πολυγώνου.

Προτεινόμενη λύση 


[image: image185.wmf]$

φ

= 
[image: image186.wmf]5

3

ορθής  = 
[image: image187.wmf]5

3

( 90ο = 150ο ,   άρα 
[image: image188.wmf]µ

ω

 = 30ο 

Οπότε,  αν ν είναι το πλήθος των πλευρών ,  ο τύπος   30ο = 
[image: image189.wmf]ο

360

ν

  δίνει  ν = 12 

5.

Να εξετάσετε αν υπάρχει κανονικό πολύγωνο με 

α) Κεντρική γωνία  ω = 16ο 

β) Γωνία  φ = 130ο 

Προτεινόμενη λύση 

α) 

Αν  ν  είναι το πλήθος των πλευρών,  τότε   16ο = 
[image: image190.wmf]ο

360

ν

  άρα 

                                                                       ν = 22,5     αδύνατο αφού ο  ν  είναι

                                                                                         θετικός ακέραιος 

Επομένως δεν υπάρχει κανονικό πολύγωνο με ω = 16ο   
β) 

φ = 130ο   και  
[image: image191.wmf]µ

ω

 + 
[image: image192.wmf]$

φ

= 180ο    άρα   
[image: image193.wmf]µ

ω

 = 50ο   οπότε  

                                                          50ο = 
[image: image194.wmf]ο

360

ν

   

                                                          ν = 7,2 
  αδύνατο αφού ο  ν  είναι

                                                                                         θετικός ακέραιος 

Επομένως δεν υπάρχει κανονικό πολύγωνο με   φ = 130ο
6.

Να κατασκευάσετε κανονικό οκτάγωνο 

Προτεινόμενη λύση 

Αν 
[image: image195.wmf]µ

ω

 είναι η κεντρική γωνία του κανονικού οκταγώνου τότε [image: image387.emf]ω

2

1

Ο

Β Α


[image: image196.wmf]µ

ω

 = 
[image: image197.wmf]ο

360

8

 = 45ο 

Σε έναν κύκλο κατασκευάζουμε οκτώ 

διαδοχικές επίκεντρες γωνίες 45ο η κάθε μία 

όπως φαίνεται στο διπλανό  σχήμα. 

Στη συνέχεια ενώνουμε τα άκρα των 

διαδοχικών τόξων. Το οκτάγωνο που 

δημιουργείται είναι το ζητούμενο .
7.

Ποιο κανονικό πολύγωνο έχει γωνία ίση με την κεντρική του γωνία ; 

Προτεινόμενη λύση 

Αφού  
[image: image198.wmf]µ

ω

 = 
[image: image199.wmf]$

φ

,    ο τύπος   
[image: image200.wmf]µ

ω

 + 
[image: image201.wmf]$

φ

= 180ο    δίνει 

                                           2
[image: image202.wmf]$

φ

 = 180ο   

                                           
[image: image203.wmf]$

φ

= 90ο 
Οπότε   90ο  = 
[image: image204.wmf]ο

360

ν

  απ’ όπου   ν = 4 

Δηλαδή το ζητούμενο πολύγωνο είναι το τετράγωνο 

8. 

Με πλευρές τις πλευρές ενός κανονικού εξαγώνου κατασκευάζουμε εξωτερικά του εξαγώνου τετράγωνα . Να αποδείξετε ότι οι κορυφές των τετραγώνων , που δεν είναι

κορυφές του εξαγώνου σχηματίζουν κανονικό δωδεκάγωνο. 

[image: image388.emf]45

ο
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Προτεινόμενη λύση 

Το τρίγωνο ΚΑΛ είναι ισοσκελές , διότι κάθε ένα από 

τα τμήματα ΚΑ και ΑΛ ισούται με την πλευρά του 

κανονικού εξαγώνου. 

Ακόμα η γωνία Ζ
[image: image205.wmf]µ

A

Β = 
[image: image206.wmf]$

φ

του εξαγώνου είναι ίση με 

Ζ
[image: image207.wmf]µ

A

Β = 180ο 
[image: image208.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image209.wmf]µ

ω

 = 180ο 
[image: image210.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image211.wmf]ο

360

6

 = 120ο 

Τότε  Κ
[image: image212.wmf]µ

A

Λ = 360ο 
[image: image213.wmf]-

90ο 
[image: image214.wmf]-

90ο 
[image: image215.wmf]-

120ο = 60ο 

Άρα και οι υπόλοιπες γωνίες του τριγώνου ΚΑΛ 

είναι 60ο η κάθε μία,  πράγμα που σημαίνει ότι το 

τρίγωνο είναι ισόπλευρο και η πλευρά του είναι ίση με την πλευρά του κανονικού εξαγώνου . Έτσι λοιπόν οι πλευρές του δωδεκαγώνου είναι όλες ίσες .

Οι γωνίες του είναι επίσης ίσες δεδομένου ότι κάθε μία είναι  90ο + 60ο = 150ο 

Άρα το δωδεκάγωνο είναι κανονικό. 
3.3       ΜΗΚΟΣ ΚΥΚΛΟΥ   
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Ερωτήσεις κατανόησης 
1.
Να συμπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα 
	Ακτίνα ρ
	5cm
	6
	4cm
	3cm
	2
	9cm

	Μήκος κύκλου L
	31,4
	37,68 cm
	25,12
	18,84
	12,56 cm
	56,52


Προτεινόμενη λύση 

Με την βοήθεια του τύπου  L = 2πρ  , όπου π = 3,14 και ρ η ακτίνα 
ο πίνακας συμπληρώνεται όπως φαίνεται παραπάνω 

2.

Αν τριπλασιάσουμε την ακτίνα ενός κύκλου  (Ο, ρ) , τότε το μήκος του κύκλου 

Α: διπλασιάζεται    Β: τριπλασιάζεται       Γ: τετραπλασιάζεται     Δ: μένει ίδιο. 
Kυκλώστε την σωστή απάντηση. 

Προτεινόμενη λύση 

Έστω κύκλος ακτίνας ρ και μήκους  L = 2πρ  

Aν τριπλασιάσουμε την ακτίνα  ρ τότε το μήκος θα γίνει  L΄= 2π(3ρ) = 3(2πρ)= 3L 
άρα σωστό το Β το οποίο και κυκλώνουμε 
3.

[image: image389.emf]Λ

Κ

Ζ

Ε Δ

Γ

Β

Α

Τρεις ομόκεντροι κύκλοι έχουν ακτίνες  ρ ,  2ρ ,   3ρ αντίστοιχα 

Να συμπληρώσετε τον πίνακα 
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[image: image222.wmf]1
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Προτεινόμενη λύση 

Είναι    L1 = 2πρ ,     L2 = 2(π2ρ) = 4πρ     και     L3 = 2(π3ρ) = 6πρ

απ’ όπου προκύπτει ότι   
[image: image224.wmf]1

2

L

L

= 
[image: image225.wmf]1

2

 ,     
[image: image226.wmf]2

3

L

L

= 
[image: image227.wmf]2

3

,    
[image: image228.wmf]3

1

L

L

 = 3  ,

                                         
[image: image229.wmf]1

L

2

ρ

 = π  ,    
[image: image230.wmf]2

L

4

ρ

= π  ,      
[image: image231.wmf]3

L

6

ρ

= π

Μετά από αυτά ο πίνακας συμπληρώνεται όπως φαίνεται παραπάνω 

Ασκήσεις 

1.

Ένας κύκλος έχει μήκος 20 cm περισσότερο από έναν άλλο . Πόσο μεγαλύτερη είναι

η ακτίνα του ; 

Προτεινόμενη λύση 

Έστω ένας κύκλος ακτίνας ρ και μήκους L1 και ένας άλλος κύκλος ακτίνας R και μήκους L2 όπου   L2 = 20 + L1    τότε 
                            2πR = 20 + 2πρ 

                            2πR
[image: image232.wmf]-

 2πρ = 20 
                            2π(R
[image: image233.wmf]-

 ρ)= 20   άρα   R 
[image: image234.wmf]-

ρ = 
[image: image235.wmf]20

2

π

= 
[image: image236.wmf]10

π


πράγμα που σημαίνει ότι η ακτίνα R είναι κατά 
[image: image237.wmf]10

π

 cm μεγαλύτερη από την ακτίνα ρ 

2.

Γύρω από τον κορμό ενός αιωνόβιου δέντρου τυλίγουμε ένα σκοινί . Μετράμε το

σκοινί και βρίσκουμε ότι έχει μήκος 3,5 m.  Να υπολογίσετε την ακτίνα του κορμού. 

Προτεινόμενη λύση 

L = 2πρ   ή   3,5 = 2(3,14ρ  ή  3, 5 = 6,28ρ  ή  ρ = 
[image: image238.wmf]3,5

6,28

 = 0,56 m 

3.

Οι διάμετροι δύο κύκλων διαφέρουν κατά 5 cm . Να βρείτε πόσο διαφέρουν 

α) οι ακτίνες τους 

β) οι περίμετροι τους 

Προτεινόμενη λύση 
Έστω δ1 και δ2 οι δύο διάμετροι 

α) δ1
[image: image239.wmf]-

δ2 = 5     άρα   2ρ1
[image: image240.wmf]-

2ρ2 = 5          
                                   2(ρ1
[image: image241.wmf]-

ρ2 ) = 5     
                                   ρ1
[image: image242.wmf]-

ρ2  = 2,5 cm  
β)  L1
[image: image243.wmf]-

L2 = 2πρ1
[image: image244.wmf]-

2πρ2  =  2π(ρ1
[image: image245.wmf]-

ρ2 ) = 2π( 2,5 = 5π cm 
4.

Οι περίμετροι δύο κύκλων έχουν λόγο 2 προς 1.  Να βρείτε το λόγο 

α) των διαμέτρων τους 

β) των ακτίνων τους 
Προτεινόμενη λύση 
Έστω δ1 και δ2 οι δύο διάμετροι 

α)  
[image: image246.wmf]1

2

L

L

 = 
[image: image247.wmf]2
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   άρα   
[image: image248.wmf]1
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2
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2
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 = 2    άρα     
[image: image249.wmf]1
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 = 2     άρα    
[image: image250.wmf]1

2

δ

δ

 = 2 
β)  
[image: image251.wmf]1
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δ

 = 2    άρα       
[image: image252.wmf]1
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 = 2    άρα     
[image: image253.wmf]1
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 = 2
5.

Ο λεπτοδείκτης ενός ρολογιού έχει μήκος  2,5 cm.  Να βρείτε πόσο διάστημα θα

διαγράψει το άκρο του λεπτοδείκτη σε 12 ώρες .

Προτεινόμενη λύση 
Σε μία ώρα το άκρο του λεπτοδείκτη γράφει  κύκλο ακτίνας ρ = 2,5cm .

Το μήκος αυτού του κύκλου είναι   L = 2π(2,5 = 2(3,14(2,5 = 15,7 cm . 
Οπότε σε 12 ώρες θα γράψει μήκος  12( 15,7 = 188, 4cm 
6.

Στη μηχανή ενός αυτοκινήτου δύο τροχαλίες Α και Β συνδέονται με ελαστικό ιμάντα. Αν  ρΑ = 2cm  και  ρΒ = 8cm,  να βρείτε πόσες στροφές θα κάνει η  Α  αν η Β κάνει 

μία  στροφή. 
Προτεινόμενη λύση 
Σε μία στροφή η τροχαλία Β γράφει μήκος  LΒ = 2π8 = 16π cm.
Είναι φανερό ότι το ίδιο μήκος θα γράψει και η τροχαλία Α.  

Όμως η τροχαλία Α κάνοντας μία στροφή γράφει μήκος  LΑ = 2π2 = 4π 
Συνεπώς το μήκος 16π για να το γράψει θα πρέπει να κάνει   16π : 4π = 4 στροφές 

7.

Ένας ποδηλάτης που προετοιμάζεται για τους αγώνες, προπονείται σε στίβο σχήματος κύκλου με ακτίνα ρ = 30m . Πόσες στροφές θα κάνει σε 3 ώρες 

προπόνησης , αν κινείται με ταχύτητα 20 km / h 

Προτεινόμενη λύση 
Σε κάθε γύρο του στίβου δηλαδή 1 στροφή ο ποδηλάτης διανύει διάστημα 
L = 2π30 = 60π m = 0,060π km = 0,1884 km 
Σε 3 ώρες ο αθλητής κινούμενος με ταχύτητα 20km / h θα διανύσει διάστημα 
S = 60 km  

Οπότε αυτό το διάστημα θα το διανύσει σε  60 : 0,1884 = 318,47 γύρους 
8.

Γνωρίζουμε ότι ο ισημερινός της Γης έχει μήκος 40.000 km περίπου . Θεωρώντας ότι η  Γη είναι σφαιρική να βρείτε την ακτίνα της 
Προτεινόμενη λύση 
L = 2πρ    άρα    40000 = 2(3,14ρ,     40000 = 6,28 ρ ,      ρ = 6369, 63 km περίπου 
3.4       ΜΗΚΟΣ ΤΟΞΟΥ 
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Ερωτήσεις κατανόησης 

1.

Να αντιστοιχίσετε τα μέτρα των τόξων της πρώτης γραμμής από μοίρες σε ακτίνια (rad) της δεύτερης γραμμής 

	Μοίρες
	90ο
	60ο
	180ο
	270ο
	45ο
	360ο

	Ακτίνια
	
[image: image254.wmf]π
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	2π
	
[image: image255.wmf]π
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[image: image256.wmf]π
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[image: image257.wmf]3
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Προτεινόμενη λύση 

Χρησιμοποιώντας τον τύπο  
[image: image258.wmf]μ

180

 = 
[image: image259.wmf]α

π

  όπου 

μ = μέτρο τόξου σε μοίρες  και α = μέτρο τόξου σε rad
εύκολα βρίσκουμε ότι    90ο ( 
[image: image260.wmf]π
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    ,     60ο (
[image: image261.wmf]π
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  ,     180ο ( π  ,     

                                       270ο ( 
[image: image262.wmf]3
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  ,   45ο (
[image: image263.wmf]π

4

 ,       360ο(2π    

Σημείωση :  Αν θέλαμε από την 2η γραμμή να πάμε στην πρώτη θα μπορούσαμε βάζοντας στην θέση του π το 180 και εκτελώντας την σημειωμένη πράξη να βρούμε το αντίστοιχο σε μοίρες .

2.

Αν το μήκος 
[image: image264.wmf]l

 ενός τόξου  μο  είναι ίσο με το  
[image: image265.wmf]1

8

 του μήκους του κύκλου στον οποίο ανήκει , τότε 

(Α):   μ = 45ο           Β: μ = 90ο        Γ: μ = 60ο          Δ: μ = 180ο     
Να βάλετε σε κύκλο την σωστή απάντηση

Προτεινόμενη λύση 


[image: image266.wmf]l

= 
[image: image267.wmf]1
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L    άρα    2πρ(
[image: image268.wmf]μ
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= 
[image: image269.wmf]1
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( 2πρ,     
[image: image270.wmf]μ

360

 = 
[image: image271.wmf]1

8

 ,     μ = 45ο 

Σωστό το Α το οποίο κυκλώνουμε 
3.

Να συμπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα 

	Τόξο σε μοίρες
	30ο
	90ο 
	135ο 
	225ο 
	100ο
	210ο 
	60ο 
	270ο 

	Τόξο σε ακτίνια
	
[image: image272.wmf]π
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Προτεινόμενη λύση 

Δουλεύοντας όπως και στην 1η  ερώτηση συμπληρώνουμε τον πίνακα όπως φαίνεται παραπάνω 

Ασκήσεις 

1.

Να συμπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα 

	Τόξο σε μοίρες
	Τόξο σε ακτίνια

	60ο
	
[image: image280.wmf]π
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	15ο
	
[image: image281.wmf]π
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	270ο
	
[image: image283.wmf]3
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Προτεινόμενη λύση 

Δουλεύοντας όπως και στην 1η  ερώτηση  κατανόησης συμπληρώνουμε τον πίνακα όπως φαίνεται παραπάνω  

2. 

Να υπολογίσετε το μήκος ενός τεταρτοκυκλίου ακτίνας ρ = 8cm 
Προτεινόμενη λύση 

το τεταρτοκύκλιο είναι τόξο 90ο οπότε ο τύπος   
[image: image284.wmf]l

 = 2πρ(
[image: image285.wmf]μ
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   δίνει 

                                                                              
[image: image286.wmf]l

= 2π( 8(
[image: image287.wmf]90

360

 = 4π cm 

3.

Σ’ έναν κύκλο που έχει μήκος 188,4 cm να βρείτε το μήκος τόξου 30ο 

Προτεινόμενη λύση 
Επειδή  2πρ = 188,4 ,  ο τύπος    
[image: image288.wmf]l

 = 2πρ(
[image: image289.wmf]μ

360

   δίνει   
[image: image290.wmf]l

= 188,4 
[image: image291.wmf]30

360

 = 15,7 cm
4.

Να βρείτε το μήκος του τόξου που αντιστοιχεί στην πλευρά τετραγώνου

εγγεγραμμένου σε κύκλο ακτίνας ρ = 10 cm  

Προτεινόμενη λύση 
Αφού το ζητούμενο τόξο αντιστοιχεί στην πλευρά τετραγώνου εγγεγραμμένου στον κύκλο,  είναι τόξο 90ο.   Οπότε το μήκος του είναι    
[image: image292.wmf]l

 =2π(10(
[image: image293.wmf]90

360

 = 5π cm
5.

Ένα τόξο  45ο έχει μήκος 15,7 cm.   Να βρείτε την ακτίνα του κύκλου .

Προτεινόμενη λύση 
15,7 = 2(3,14(ρ(
[image: image294.wmf]45

360

    απ’ όπου προκύπτει    ρ = 20 cm 

6.
Δίνονται δύο τόξα  π  ακτινίων .  Να εξετάσετε αν είναι πάντοτε ίσα 

Προτεινόμενη λύση 
Είναι ίσα μόνο αν ανήκουν στον ίδιο κύκλο ή σε ίσους κύκλους 

[image: image390.emf]ρ
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7.

Δίνονται τρεις ομόκεντροι κύκλοι ακτίνων 

1 cm ,  1,5 cm   και  2 cm  και μία επίκεντρη 

γωνία 45ο .  Να βρείτε τα μήκη των τόξων  

που αντιστοιχούν στην γωνία αυτή 

Προτεινόμενη λύση 

[image: image295.wmf]»
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 =2π(1(
[image: image296.wmf]45

360

 = 
[image: image297.wmf]π
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 =2π(1,5 (
[image: image299.wmf]45
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 = 
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3.5       ΕΜΒΑΔΟΝ ΚΥΚΛΙΚΟΥ ΔΙΣΚΟΥ 

               Ασκήσεις  σχ. βιβλίου  σελίδων  194 - 195

Ερωτήσεις κατανόησης 

1.

Ένας κύκλος έχει εμβαδόν αριθμητικά ίσο με το μήκος του. 

Η ακτίνα του είναι ίση με   Α: 4        (Β): 2         Γ: 6          Δ:5

Kυκλώστε την σωστή απάντηση 

Προτεινόμενη λύση 

Ε = L   άρα   πρ2 = 2πρ ,    ρ = 2  

Σωστό το Β το οποίο και κυκλώνουμε 
2.

Ένας κύκλος έχει μήκος L = 4cm .  Το εμβαδόν του είναι 

Α: 12 cm2       (Β) :
[image: image304.wmf]4

π

cm2           Γ: 9 cm2            Δ: 16 cm2   

Προτεινόμενη λύση 

L = 4   άρα   2πρ = 4,     ρ = 
[image: image305.wmf]2

π

    οπότε     Ε = πρ2 = π
[image: image306.wmf]2
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= 
[image: image307.wmf]4
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Σωστό το Β το οποίο και κυκλώνουμε 

3.

Αν τριπλασιάσουμε την ακτίνα ενός κύκλου  (Ο, ρ),  τότε το εμβαδόν του 

Α: διπλασιάζεται     Β: τριπλασιάζεται     Γ: εξαπλασιάζεται     (Δ): εννεαπλασιάζεται   

Κυκλώστε την σωστή απάντηση.

Προτεινόμενη λύση  
Το εμβαδόν κύκλου ακτίνας ρ είναι   Ε = πρ2 

Αν τριπλασιάσουμε την ακτίνα,  αυτό θα γίνει   Ε΄= π(3ρ)2 =9πρ2 = 9Ε  

Δηλαδή το εμβαδό εννεαπλασιάζεται 

Σωστό το Δ το οποίο και κυκλώνουμε 

4.

Να συμπληρώσετε τον πίνακα 
	Ακτίνα ρ κύκλου 
	5cm
	3 cm
	2,5cm
	17,3 cm
[image: image308.wmf]

	Εμβαδόν Ε κύκλου 
	78,5cm2
	28,26cm2
	19,625cm2
	942cm2


Προτεινόμενη λύση 

Με τη βοήθεια του τύπου Ε = πρ2 ο πίνακας  συμπληρώνεται όπως φαίνεται παραπάνω 
5. 

Να συμπληρώσετε τον πίνακα 

	Ακτίνα ρ 
	Μήκος L 
	Εμβαδόν Ε 

	1 cm
	6,28 cm
	3,14 cm2

	2 cm
	12,56 cm
	12,56 cm2

	3 cm
	18,84 cm
	28,26 cm2

	4 cm
	25,12 cm
	50,24 cm2

	ρcm
	2πρ cm
	πρ2 cm2

	2ρ cm
	4πρ cm
	4πρ2 cm2

	3ρ cm
	6πρ cm
	9πρ2 cm2

	4ρ cm
	8πρ cm
	16πρ2 cm2


τι παρατηρείτε ; 

Προτεινόμενη λύση 

Με τη βοήθεια των τύπων  L = 2πρ   και   Ε = πρ2   ο πίνακας  συμπληρώνεται όπως φαίνεται παραπάνω. 
Παρατηρούμε ότι

όταν διπλασιάζεται – τριπλασιάζεται –τετραπλασιάζεται  κλπ η ακτίνα, τότε  

διπλασιάζεται – τριπλασιάζεται – τετραπλασιάζεται  κλπ το μήκος του κύκλου.

και  το εμβαδόν τετραπλασιάζεται – εννεαπλασιάζεται – δεκαεξαπλασιάζεται  κ λ π 
Ασκήσεις 

1.

Ένας κύκλος  (Ο, ρ)  έχει διάμετρο 10cm.  Να βρείτε την ακτίνα του κύκλου που έχει 

επιφάνεια τετραπλάσια από τον κύκλο (Ο ,ρ) 

Προτεινόμενη λύση 

Το εμβαδόν του κύκλου διαμέτρου δ = 10 cm είναι   Ε = π52 = 25π  

Αν ρ1 είναι η ακτίνα του κύκλου με τετραπλάσιο εμβαδόν,  τότε    100π = π
[image: image309.wmf]2

1

ρ

  

                                                                                                           
[image: image310.wmf]2

1
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= 100  

                                                                                                           ρ1 = 10 cm 
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2.

Να βρείτε το εμβαδόν του μπλε κυκλικού δακτυλίου,

αν  ρ = 2 cm  και  R = 3 cm. 
Προτεινόμενη λύση 
Ε ζητούμενο = πR2 
[image: image311.wmf]-

πρ2 = π(32
[image: image312.wmf]-

22) =  5π cm2 

[image: image392.emf]R

ρ

3.

Στο διπλανό σχήμα, να υπολογίσετε το μήκος και το 

εμβαδόν του κύκλου. 

Προτεινόμενη λύση 

Επειδή η γωνία 
[image: image313.wmf]µ

A

 είναι εγγεγραμμένη σε ημικύκλιο,

 είναι ορθή 

Από το Πυθαγόρειο έχουμε   ΒΓ2 = ΑΒ2 + ΑΓ2 = 

                                                      = 62 + 82  = 

                                                      = 100      άρα  ΒΓ = 10 cm ,  οπότε  ρ = 5cm 

Το μήκος του κύκλου είναι   L = 2(π(5 = 10π cm   

και το εμβαδόν    Ε = π 52 = 25π cm2 
4.

Ένας κύκλος έχει ακτίνα 10 cm . Να κατασκευάσετε κυκλικό δίσκο με διπλάσιο

εμβαδόν. 

Προτεινόμενη λύση 

Το εμβαδόν του κυκλικού δίσκου με ακτίνα 10cm είναι   Ε = π102 = 100π cm2 
Ένας άλλος κυκλικός δίσκος με διπλάσιο εμβαδόν, δηλαδή με εμβαδόν 200π cm2 

θα πρέπει  να έχει ακτίνα R τέτοια, ώστε   πR2 = 200π   άρα   

                                                                    R2 = 200 
                                                                    R = 
[image: image314.wmf]200

= 14,14 cm 

Ο ζητούμενος λοιπόν κυκλικός δίσκος θα έχει ακτίνα  14,14 cm, επομένως εύκολα τον κατασκευάζουμε 
5.

Ένα τετράγωνο έχει πλευρά 3cm .  Να βρεθεί κατά προσέγγιση η ακτίνα ενός κυκλικού δίσκου που είναι ισοδύναμος ( δηλαδή έχει το ίδιο εμβαδόν) με το

τετράγωνο.

Προτεινόμενη λύση 

Πρέπει να ισχύει 

Ε τετρ. = Ε κλ δις   άρα   9 = πρ2    

                                   ρ2 = 
[image: image315.wmf]9

π

   

                                   ρ =
[image: image316.wmf]3

π

 = 
[image: image317.wmf]3

1,77

 =1,69 cm περίπου 
6.

Λυγίζουμε ένα σύρμα μήκους 1,256 m  ώστε να σχηματισθεί κύκλος .  Να βρείτε το 

εμβαδόν του κυκλικού δίσκου που αντιστοιχεί στον συρμάτινο κύκλο .
Προτεινόμενη λύση 

Aν ρ είναι η ακτίνα του κύκλου που φτιάξαμε, είναι φανερό ότι το μήκος του είναι 

L  = 1,256m   άρα   2πρ = 1,256  

                                2(3,14 ρ = 1,256 

                                6,28ρ = 1,256   

                                ρ = 0,2 m 
Επομένως το εμβαδόν του είναι    Ε = π 0,22 = 3,14( 0,04 = 0,1256 m2 = 1256cm2
7.

[image: image393.emf]Γ Β

Α

8cm

6cm

Να υπολογίσετε το εμβαδόν κυκλικού δίσκου που είναι περιγεγραμμένος σε 

τετράγωνο πλευράς α = 6 cm 

Προτεινόμενη λύση 

Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ έχουμε ότι 

ΑΓ2 = ΑΒ2 + ΒΓ2 = 62 + 62 = 72   άρα 

ΑΓ = 
[image: image318.wmf]72

cm  

Η ακτίνα επομένως  του κυκλικού δίσκου είναι

ρ =  
[image: image319.wmf]72

2

 

Οπότε το εμβαδόν του    Ε = 3,14(
[image: image320.wmf]2

72

2
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ç÷

ç÷

èø

= 56,52 cm2 
8.

Ένας κυκλικός δίσκος έχει εμβαδόν 144π cm2 .  Να βρείτε το μήκος του τόξου του 

κύκλου που αντιστοιχεί σε επίκεντρη γωνία  60ο. 
Προτεινόμενη λύση 

E = 144π   άρα    πρ2 = 144π ,    ρ2 = 144 ,     ρ = 12 cm 
Το μήκος 
[image: image321.wmf]l

του ζητούμενου τόξου  με βάση τον τύπο  
[image: image322.wmf]l

 = 2πρ
[image: image323.wmf]μ

360

  είναι 

[image: image324.wmf]l

 = 2(3,14(12( 
[image: image325.wmf]60

360

 = 12,56 cm                      
3.6       ΕΜΒΑΔΟΝ ΚΥΚΛΙΚΟΥ ΤΟΜΕΑ

               Ασκήσεις  σχ. βιβλίου  σελίδων  197 - 198

Ερωτήσεις κατανόησης 

1.

Να συμπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα 

	Ακτίνα κύκλου
	Γωνία κυκλικού τομέα
	Εμβαδόν κυκλικού τομέα

	ρ =2cm
	μ = 60ο
	
[image: image326.wmf]2

π

3

cm2 

	ρ = 8cm
	μ= 45ο
	Ε = 8π cm2

	ρ =3cm
	μ = 120ο 
	Ε = 3π cm2


Προτεινόμενη λύση 

Με την βοήθεια του τύπου Ε = 
[image: image327.wmf]2

πρμ

360

 ο πίνακας συμπληρώνεται όπως φαίνεται παραπάνω 

2.
Σ’ έναν κύκλο κέντρου Ο και ακτίνα ρ = 9 cm, ο κυκλικός τομέας γωνίας 120ο έχει 
μήκος τόξου  6π cm  και εμβαδόν  27π cm2 .  Να συμπληρώσετε τα κενά 
Προτεινόμενη λύση 

Ο τύπος 
[image: image328.wmf]l

 = 2πρ(
[image: image329.wmf]μ

360

   δίνει  6π = 2πρ(
[image: image330.wmf]120

360

     απ’ όπου  ρ = 9cm  
Oπότε    Ε = 
[image: image331.wmf]2

π9120

360

××

 = 27π cm2  
Tα κενά συμπληρώνονται όπως παραπάνω 
3.

Η ακτίνα ενός κύκλου είναι 12 cm.  Ένας κυκλικός τομέας γωνίας 60ο έχει εμβαδόν 

Α:  24π cm2          Β:  36π cm2           Γ:  54π cm2          Δ:  108π cm2  
Kυκλώστε την σωστή απάντηση 

Προτεινόμενη λύση 

Ε = 
[image: image332.wmf]2

π1260

360

××

 = 24π cm2   σωστό το Α  το οποίο και κυκλώνουμε 
4.

Αν το εμβαδόν κυκλικού τομέα είναι  12,56 cm2  και η γωνία του είναι 90ο,  η ακτίνα του κύκλου είναι   Α:  2cm             (Β):  4cm             Γ:  9cm            Δ:  7cm 
Kυκλώστε την σωστή απάντηση

Προτεινόμενη λύση 

12,56 = 
[image: image333.wmf]2

3,14

ρ90

360

××

    άρα   ρ2 = 16 ,    ρ = 4  

Σωστό το Β  το οποίο και κυκλώνουμε

5.

Αν τριπλασιάσουμε την ακτίνα ενός κύκλου (Ο, ρ),  τότε το εμβαδόν ενός κυκλικού τομέα του κύκλου 

Α: Διπλασιάζεται     Β: Τριπλασιάζεται    Γ: Εξαπλασιάζεται    (Δ): Εννεαπλασιάζεται 

Κυκλώστε την σωστή απάντηση 

Προτεινόμενη λύση 

Ξέρουμε ότι Ε = 
[image: image334.wmf]2

πρμ

360


Αν η ακτίνα γίνει 3ρ τότε το εμβαδόν Ε΄ θα είναι ίσο με   Ε΄= 
[image: image335.wmf]2

π(3ρ)μ

360

= 9
[image: image336.wmf]2

πρμ

360

 = 9Ε  Δηλαδή θα εννεαπλασιαστεί 

Σωστό το  Δ,  το οποίο και κυκλώνουμε
Ασκήσεις 

1.

Να υπολογιστεί η γωνία κυκλικού τομέα που έχει εμβαδόν ίσο με το  
[image: image337.wmf]1

8

 του εμβαδού

του κύκλου. 

Προτεινόμενη λύση 


[image: image338.wmf]2

πρμ

360

 = 
[image: image339.wmf]1

8

πρ2    άρα   μ = 45ο 

2.

Ένας κυκλικός τομέας γωνίας 30ο έχει εμβαδόν 1m2.  Να υπολογίσετε την ακτίνα του

κύκλου. 

Προτεινόμενη λύση 

1 = 
[image: image340.wmf]2

3,14

ρ30

360

××

     άρα     ρ2 = 3,82    άρα    ρ = 1,95 cm
3.

Το εμβαδόν ενός κυκλικού δίσκου είναι 1256cm2.   Να υπολογίσετε το εμβαδόν ενός 

κυκλικού τομέα γωνίας 36ο. 
Προτεινόμενη λύση 

πρ2 = 1256     Επομένως ο τύπος  Ε = 
[image: image341.wmf]2

πρμ

360

    δίνει    Ε = 
[image: image342.wmf]125636

360

×

 = 125,6 cm2 
4.

Το εμβαδόν ενός κυκλικού τομέα γωνίας 45ο είναι 20,25π cm2.  Να βρείτε το εμβαδόν

του κύκλου στον οποίο ανήκει ο τομέας.

Προτεινόμενη λύση 

20,25π = 
[image: image343.wmf]2

πρ45

360

×

   άρα   πρ2 = 162π cm2,    οπότε  εμβαδόν του κύκλου = 162π cm2 
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5.

Δύο ομόκεντροι κύκλοι έχουν ακτίνες ρ1 = 3cm και ρ2 = 4cm 

αντίστοιχα.  Να υπολογίσετε το εμβαδόν του γραμμοσκιασμένου 

μέρους του σχήματος. 

Προτεινόμενη λύση 

Το ζητούμενο εμβαδόν θα το βρούμε αν από το εμβαδόν  του 

τομέα (Ο.
[image: image344.wmf]»

GD

)  αφαιρέσουμε το εμβαδόν του τομέα (Ο.
[image: image345.wmf]»

AB

)

Οπότε    Ε ζητ = 
[image: image346.wmf]2
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360

××

 
[image: image347.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image348.wmf]2
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[image: image349.wmf]7
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6.

Ο υαλοκαθαριστήρας ενός αυτοκινήτου έχει μήκος 

55cm .  Το σημείο περιστροφής απέχει από το 

λάστιχο καθαρισμού 15 cm.  Αν ο υαλοκαθαριστήρας 

διαγράφει γωνία  120ο,  να υπολογίσετε την επιφάνεια 

που καθαρίζει . 

Προτεινόμενη λύση 

Το ζητούμενο εμβαδόν θα το βρούμε αν από το 

εμβαδόν  του μεγάλου τομέα  αφαιρέσουμε το εμβαδόν του μικρού τομέα

Οπότε   Ε ζητ = 
[image: image350.wmf]2

π70120

360

××

 
[image: image351.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image352.wmf]2

π15120

360

××

 = 
[image: image353.wmf]4675
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 cm2 
7.

Να υπολογίσετε τα εμβαδά των γραμμοσκιασμένων καμπυλόγραμμων επιφανειών στα παρακάτω τετράγωνα 

[image: image396.emf]120

o

55

15


Προτεινόμενη λύση 

 α) 

Το ζητούμενο εμβαδόν θα το βρούμε αν από το εμβαδόν του τετραγώνου αφαιρέσουμε το εμβαδόν των δύο κυκλικών τομέων ακτίνας  ρ = 4  και 

γωνίας μ = 90ο 

Οπότε    Εζ = 82
[image: image354.wmf]-

2( 
[image: image355.wmf]2

π490

360

××

 = 64
[image: image356.wmf]-

8π = 64
[image: image357.wmf]-

8(3,14 = 38,88cm2 
β) 

Το ζητούμενο εμβαδόν θα το βρούμε αν από το εμβαδόν του τετραγώνου αφαιρέσουμε το εμβαδόν του ημικυκλίου ακτίνας ρ = 4 

Οπότε   Εζ = 82
[image: image358.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image359.wmf]2

π4

2

×

 = 64
[image: image360.wmf]-

8π = 64
[image: image361.wmf]-

8(3,14 = 38,88cm2
γ) 

Εζ = 
[image: image362.wmf]2

π890

360

××

= 16π = 16( 3,14 = 50,24cm2 
δ) 

Το ζητούμενο εμβαδόν θα το βρούμε αν από το εμβαδόν του τετραγώνου αφαιρέσουμε το εμβαδόν των τεσσάρων  κυκλικών τομέων ακτίνας ρ = 4 

και γωνίας μ = 90ο 

Οπότε    Εζ = 82
[image: image363.wmf]-

4( 
[image: image364.wmf]2

π490

360

××

 = 64
[image: image365.wmf]-

16π = 64
[image: image366.wmf]-

16(3,14 = 13,76 cm2 
ε) 

Το ζητούμενο εμβαδόν είναι το διπλάσιο του εμβαδού που θα βρούμε αν από το εμβαδό του τομέα (ΑΒΔ) αφαιρέσουμε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΔ 

Οπότε     Εζ = 2(
[image: image367.wmf]2
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360

××



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image368.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image369.wmf]88
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) = 2(3,14(16
[image: image370.wmf]-

32) = 36,48 cm2 
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8.

 Να βρείτε το εμβαδόν της γραμμοσκιασμένης επιφάνειας 

στο σχήμα αν οι αριθμοί εκφράζουν τα μήκη των αντιστοίχων 

τμημάτων σε cm .
Προτεινόμενη λύση .

Επειδή το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισόπλευρο κάθε μία από τις 

γωνίες του είναι 60ο. 

Το τρίγωνο  ΒΔΕ  είναι ισοσκελές  και  
[image: image371.wmf]µ

B

= 60ο ,  άρα και 

οι υπόλοιπες γωνίες του θα είναι 60ο  η  κάθε μία,  οπότε 

και αυτό είναι ισόπλευρο.

Συνεπώς   ΕΔ = 3   και ομοίως  ΖΔ = 3 

Το τετράπλευρο  ΑΕΔΖ είναι παραλληλόγραμμο αφού έχει τις πλευρές του ίσες. 

[image: image398.emf]Ζ
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Βρίσκουμε το εμβαδόν του ΑΕΔΖ 
Είναι (ΑΕΔΖ) = ΑΕ( ΔΚ 

Από το Πυθαγόρειο στο τρίγωνο ΒΔΚ 

έχουμε ότι   ΔΚ2 = ΒΔ2
[image: image372.wmf]-

ΒΚ2 = 32
[image: image373.wmf]-

1,52 = 6,75 

Άρα ΔΚ = 2,6 

Οπότε   (ΑΕΔΖ) = 3( 2,6 = 7,8cm2
Το εμβαδόν του κυκλικού τομέα  με 

ακτίνα ρ= 3 και γωνία 300ο (η μη κυρτή γωνία Ε
[image: image374.wmf]µ

A

Ζ) 

είναι   Ε = 
[image: image375.wmf]2

π3300

360

××

= 23,55 cm2   

Το ζητούμενο εμβαδόν είναι ίσο με   Εζ = (ΑΕΔΖ) + Ε = 7,8 + 23,55 = 31,35 cm2 
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